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Estatistica

Definicao

m Populacao: conjunto de elementos sobre o qual incide o estudo
estatistico;

m Caracteristica Estatistica ou Atributo: caracteristica que se ob-
serva nos elementos da populagio;

m Parametro: caracteristica numérica da populagdo;

m Amostra: subconjunto da populagcdo;

Observacoes:
m Numa populacao podemos ter mais que uma caracteristica estatistica;

m Quando estamos interessados apenas numa caracteristica, podemos dizer
que a populacao consiste na totalidade das observac¢des.

m Muitas vezes é impossivel ou impraticdvel observar toda a populacado!
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Estatistica

Alguns métodos graficos que nos permitem analisar a forma da
distribuicao da populacao

Exemplo: os seguintes dados representam o nivel de octanas de diversas
misturas de gasolina (Snee, 1977):

885 9047 843 90.1 89.0 89.8 916 90.3 90.0 915 899 98.8 883 904 91.2 90.6 92.2
87.7 91.1 86.7 93.4 96.1 89.6 904 91.6 90.7 88.6 883 942 853 90.1 89.3 91.1 922
83.4 901.0 882 885 933 874 91.1 9051003 87.6 927 879 93.0 944 904 912 86.7
942 90.8 90.1 91.8 884 926 93.7 965 843 932 886 887 927 893 91.0 875 87.8
88.3 89.2 923 889 89.8 927 933 86.7 91.0 909 89.9 91.8 89.7 922
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Nota: estes grificos podem ser fejtos numa folha de célculo ou na linguagem de programagéo R.
2R. D. Snee (1977). Validation of Regression Models: Methods and Examples,
Technometrics, Vol. 19, No. 4, 415-428.
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Estatistica

Notacao: em geral, letras maiisculas ou letras gregas representam
caracteristicas da populacdo. Letras minudsculas representam as res-
pectivas quantidades amostrais.

Por exemplo,

X: elemento da populagdo / x: elemento da amostra;

P: proporg¢do populacional / p: proporgdo amostral;

N: dimensdo da populagdo / n: dimensido da amostra;

p: média populacional / Z: média amostral;

o: desvio padrdo populacional / s: desvio padrdo amostral;

o2: variancia populacional / s?: variancia amostral;
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Estatistica

Definicdo (Amostra aleatéria)

Vamos admitir que cada valor observado x; € a realizacdo da variavel aleatéria
X;, com fungdo de distribuicio F. O vector (X1, Xs,...,X,) constitui uma
amostra aleatdria se e s6 se

m as n varidveis aleatdrias sao independentes;

m as n varidveis aleatorias tém todas a mesma distribuicao.

Nota: Os valores que se obtém por concretizacio da amostra aleatédria s3o
representados por (1,22, ...,Zn).

Population

Sampling Inference
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Estatistica

Definicdo (Estatistica)

Uma estatistica é uma fungdo da amostra aleatdria, (X1, Xo,...,Xn),
que ndo depende de qualquer pardmetro desconhecido.

Definicdo (Estimador)

Seja 0 um pardmetro. Um estimador de 0 é uma estatistica T =
T(X1,Xo,...,X,) usada para estimar o parametro 0.

Iremos estudar ‘estimadores pontuais‘ e \estimadores intervalares
de um parametro populacional 6.
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Estimacao Pontual

Definicdo (Estimativa pontual)

Uma estimativa pontual do pardmetro 0 de uma populacdo € o va-
lor numérico do estimador, 0 = T'(x1,x2,...,Ty), calculado para uma
determinada amostra.

Nota: N3o confundir a notac3o.

m O (constante desconhecida) representa um parametro populacio-

nal;
m T =T(Xy,...,X,)é a estatistica usada para estimar 6,
m0=T(x1,...,2,) é a estimativa pontual de 0.
Repare que T'(X,...,X,) é uma variavel aleatéria, porque é fungdo

de varidveis aleatdrias. A distribuicdo de um estimador pontual é desig-
nada por distribuicao de amostragem.
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Estimacao Pontual

Tabela com alguns pardmetros importantes, respectivo estimador pon-

tual e estimativa.

n

Parametro Populacional Estimador pontual Estimativa
0 T 0
Média populacional Média amostral
n n
> X PO
Vv o i=1 _ Xi+...+X, A = i=1
Varidncia populacional Variancia amostral
n _ n _ n
> (X;—X)? > XZ2-nX? > 2?2 —nz?
0_2 S2 __i=1 i=1 ~2 82 i=1
— n—1 — n—1 — n—1
Desvio padrao pop. Desvio padrao amostral
o S =52 0=s=18>
Propor¢3o populacional Propor¢do amostral
p p==X z

Nota: No estimator P, X representa o n° de vezes que ocorreu o acontecimento em

estudo, na amostra aleatéria.
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Estimacao Pontual

Propriedades dos Estimadores

Algumas propriedades que permitem avaliar se um estimador pontual é

um bom estimador:
m Enviesamento (deve ser nulo);
m Precisdo (deve apresentar pequena variabilidade);
m Eficiéncia (= Enviesamento & Precisdo)
| |

Consisténcia;

5©@©

High bias Low bias High bias Low bias
High variance High variance Low variance Low variance

Figura: llustracdo do efeito do enviesamento (bias) e da precisio (variance).
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Estimacao Pontual
Propriedades dos Estimadores Pontuais

Defini¢do (Estimador centrado)

O estimador pontual T diz-se centrado (no enviesado) para o pardmetro
0 se
E(T) =6.

Notas:
m Se E(T') # 0, o estimador é enviesado.

m A diferenga b(T') = E(T') — 0 corresponde ao valor do enviesa-
mento ou viés de 7.
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Estimacao pontual
Propriedades dos Estimadores

A variabilidade de um estimador (medida de precisdo) deve ser expressa,
na mesma escala de medicdo que a associada ao estimador, através do
desvio padrdo desse estimador, a que se dad o nome de erro padrao do
estimador e representa-se por SE.

Definicdo (Erro Padrdo de um estimador)

Dado um estimador pontual T, centrado, define-se o seu erro padrao,
que se designa S E1, como a raiz quadrada da sua varidncia, caso exista:

Caso SE envolva pardmetros desconhecidos, mas que possam ser esti-
mados, podemos obter o erro padrao estimado, denotado SE(T).
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Estimacao pontual

Propriedades: erro quadratrico médio

O estimador T' para o parametro 6 serd tanto “melhor”, quanto menor
for a sua dispersao em torno do verdadeiro valor de 6.

Defini¢do (Erro Quadratico Médio)

O erro quadratico médio de um estimador pontual T de 6 é

EQM(T) = E((T - 6)°]

Teorema

EQM(T) = V(T) + b*(T).

Observacgdo: Se o estimador for centrado, entdo EQM (T') = V(T).
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Estimacao pontual
Eficiéncia

Defini¢do (Eficiéncia)

Sejam Ty e Ty dois estimador pontuais de um pardmetro 0. Diz-se que
T1 é mais eficiente que T, se e so se,

EQM(T}y) < EQM (T3).

Observacdo: Se ambos os estimadores forem centrados, T7 é mais
eficiente que 75, se e sO se,

V(T1) < V(Tg).
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Estimac3o pontual

Definicdo (Estimador consistente)

Um estimador T' de um paradmetro 6 é um estimador consistente de 0
se e sO se, qualquer que seja o valor real § > 0,

lim P(|T — 0] <6) =1

n—o0

Observacdao: Uma condicdo suficiente para assegurar a consisténcia é

lim EQM(T) = 0.

n—oo
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Estimacao pontual
Método dos momentos

Numa populagdo cuja distribuicdo depende de k parametros, 61,02, ..., 0,
os estimadores de momentos él, ég, cy ék respectivamente, sdo os que
resultam da resolucdo do sistema de k equagdes a k incégnitas,
E(X)=X
E((X —p)?) = M n
E((X —p)*) = M3 onde M, = %Z(XZ—X)T, r>1
i=1

Inconvenientes:
Por vezes nao existe uma (nica solugdo;

Por vezes a solugdo é inadmissivel;
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Estimacao pontual
Método dos momentos

Exemplo 1: Seja X ~ P()\). Entdo

>

A=

Exemplo 2: Seja X ~ U(a,b). Entdo

a=X —\/3Ms
e ~ JE—
b=X+ v/3M,
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Estimacao pontual
Método dos momentos

Exemplo:

m Um dos trabalhos mais conhecido do economista Ladislaus von
Bortkiewicz é o estudo do nimero de cavaleiros do exército prus-
siano mortos, por um coice de cavalo (von Bortkiewicz, L. (1898).
Das Gesetz der kleinen Zahlen [tradu¢do: The law of small num-
bers], Leipzig, Germany).

m A seguinte tabela apresenta a frequéncia do nimero de cavaleiros
mortos por coice durante um ano, em 10 unidades de cavalaria,
num periodo de 20 anos.

n°® de vftimas‘ 0 1 2
frequéncia ‘109 65 22

4 >5
1

Considere que o modelo de Poisson é adequado e estime o pardmetro A.
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Estimacao pontual

Método dos momentos

Comparacio entre os valores da frequéncia relativa e as probabilidades
dadas pelo modelo P(0.61).

0,6

0 1 2 3 4

M freq. observada M P(X=x) X“P(0,61)
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Distribuicao por amostragem de alguns estimadores

A distribuicdo de um estimador é designada distribuicao por amostragem.

Distribuicdo

Estimador Populacao
o? conhecida Z = % ~ N(0,1)
Normal de média p o
% o2 desconhecida T= 5),(/7:7 ~ty_1
Qualquer populagdo | 52 conhecida 7 = f/?/’% < N(0,1)
S L NGO

de média ;1 e n>30 | o2 desconhecida Z=gr

P Qualquer populagio e n grande (> 30) | Z= % ~ N(0,1)
p(l—p)/n

S? Normal de média y desconhecida X? = (";712)‘@2 ~ X2,

Nota Importante: As distribuicdes por amostragem dos estimadores servirdo
de base a estimacdo intervalar e a realizagdo de testes de hipcteses sobre os

pardmetros (i, o ou p) da populagio.

£ - Universidade Nova de Lisboa)
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Estimac3o por intervalo de confianca

Considere uma populacio de distribuicio N(170,10%). Vamos admitir
que o valor médio p = 170 é desconhecido e que o pretendemos estimar
a partir da amostra de dimensao n = 20,

171.66 171.30 161.32 172.11 141.16 168.69 165.44 180.33 184.79 157.98
171.74 163.53 167.28 169.06 162.49 161.79 173.19 170.56 163.01 164.20

A estimativa da média da populagdo é

i =% = 167.08

Conclusio: E importante dispor de alguma forma de intervalo que in-
dique a confianca que podemos ter no valor da estimativa pontual. A
amplitude desse intervalo di-nos informac3o acerca da precisdo da esti-
mativa.
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Estimac3o por intervalo de confianca

Um exemplo de aplicacao:

Sondagem TVI: regressou o empate

técnico

PSD perde vantagem ganha na segunda-feira e deixa de ter maioria absoluta com o

CDS. Toda a esquerda sobe
27 de Maio de 2011 4520.00  Redagéo/ FC

PSD e PS estao de novo em empate técnico. A sondagem
desta sexta-feira da INTERCAMPUS para a TVl e jornal
«PUblico» indica que os sociais-democratas perderam a
vantagem que tinham registado na ultima segunda-feira

O PSD atinge agora 0s 35.8% das inten¢des de voto, o PS
chega aos 34,19 e o CDS fica nos 11.3%. Um dado novo
nesta sondagem: deixa de haver, com estes numeros a
garantia de uma maioria absoluta entre ¢ PSD e o CDS. A
direita desceu e a esquerda subiu, dado que a CDU esta
agora nos 7,7% e o Bloco de Esquerda nos 6,5%

Comparando com os resultados de segunda-feira. verifica-
se que o PSD perdeu 3.8%. o PS subiu nove décimas, o CDS
perdeu oito décimas. a CDU sobe 1.19 e o Bloco tem mais
nove décimas. O voto nos outros partidos & de 4.5%.

CONFIRA A FICHA TECNICA COMPLETA

Universo constituido pela populagdo com mais de 18 anos,
residente em Portugal Continental. Recolha atraves de
entrevista telefonica num total de 1015 entrevistas: 51.8%
dos entrevistados do sexo Feminino. 48.2% do sexo
Masculino. com a distribuigéo etéria e por regides presente
no quadro: 32.1% dos entrevistados com idades entre os 18
€ 0s 34 anos, 33.7% entre os 35 e 0s 54 anos e 34.2% dos
individuos com 55 e mais anos. Por regides 17.5% dos
entrevistados residem no Norte Litoral. 13.4% no Grande
Parto. 19.8% no Interior, 18.2% no Centro Litoral. 21% na
Grande Lisboa € 10% no Sul. O erro de amostragem. pata
um intervalo de confianca de 95%, € de mais ou Mmenos
3.08%. A taxa de resposta foi de 43.8%. Nesta sondagem
25.7% dos entrevistados ndo revelaram a sua opcao e 16.8%
néo indicou um partido ou indicou que n&o votaria. Que
quando aplicavel, é feita uma distribuicdo proporcional de
registo de ndo respondentes, sem opinido e abstengao.
passando a usar-se a expressdo «Projeccaon.

Fonte: http://www.tvi24.iol.pt/politica/legislativas/sondagem-tvi-regressou-o-empate-tecnico




Estimac3o por intervalo de confianca

Definicdo (Intervalo Aleatério)

Seja 0 um pardmetro desconhecido e (X, Xo,...,X,) uma amostra
aleatdria de uma populacdo com funcdo de distribuicio F'. Considere as
estatisticas

Tl(Xl,XQ,...,Xn) e TQ(Xl,XQ,...,Xn),
que ndo dependem do valor de 0 e que satisfazem
P(T1§9§T2):1—a, O<a<l.

Ent3o:
m [T}, T3] € o intervalo de confianca (aleatério) para 6,
m 17 e T sdo denominados limites de confianca;

m 1 — a € o coeficiente (ou nivel) de confianca do intervalo.
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Estimac3o por intervalo de confianca

Definicdo (Intervalo de Confianga)

Seja (z1,x2,...,x,) uma realizagdo da amostra aleatdria e sejam

tl :Tl(a:l,arg,...,xn) e tzzTg(xl,xQ,...,xn),

os valores das estatisticas T e T5.

m Ao intervalo [t1,t2] chamamos intervalo de confianca (1 — a) x
100% para 6.

m O valor (1 — «) representa o coeficiente (ou nivel) de confianca
do intervalo e o o nivel de significancia.

m Costumamos usar niveis de confianca iguais ou superiores a 90%.
Os valores mais usuais sdo 90%, 95% e 99%.

Frederico Caeiro (¥ & - Universidade Nova de Lisboa) 23 / 55



Estimac3o por intervalo de confianca

Definicdo (Método Pivotal)

Método para determinagcdo de um intervalo de confianca 1 — o para 0,
Conhecer (ou encontrar) uma variavel pivot® T = T(X1, Xs, ..., X,,,0).
A partir da distribuicdo de T, determinar a, e as, tais que

a1 < as e Pla; <T<a3)=1—0a;

Resolver as desigualdades a1 < T(X1, X, ..., Xpn,0) <az em ordem a 6,
a1 <T <ay & Ti(X1,Xo,...,Xp) <0 <To(X1, Xo,...,Xn),

sendo Ty (X1, Xo, ..., X,) e To(X1, Xo, ..., X,,) estatisticas ndo depen-
dentes de 0;

B ICu_a)yx100%(0) = [T1(X1, X2, ..., Xp), To(X1, Xa, ..., Xp)] € um in-
tervalo de confianca 1 — « para 6.

3v.a. com distribuicdo conhecida e que depende apenas do pardmetro desconhecido.
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Intervalo de Confianca para a média populacional, u

Vamos considerar uma populagdo com valor médio i desconhecido. A
seguinte tabela apresenta a varidvel pivot que se deve usar para deduzir
o intervalo de confiaca para o valor médio populacional.

Populacio Variancia (02) | Varidvel pivot
conhecida ~ N(0,1)
X ~ N(u,0?) 2
desconhecida % th_1

conhecida Xop g N(0,1)
Qualquer Populacio
N

en > 30 desconhecida
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Intervalo de Confianca para a média populacional, u

Populacdo N(u,0?), 0? conhecida ou qualquer populagdo e n > 30

Suponha que pretendemos obter um intervalo de confianca para pu.
Variavel Pivot:
7 X —u ~ N(0,1) (Populagdo N (u,0?))
- o/n ~ N(0,1) (Qualquer Populagio e n > 30)
Determinagdo das constantes: a1 = —2,/2 € a2 = zy)2.

Resolucdo das desigualdades:
X —p
P(a1§Z§a2):1—O{<:>P<—ZQ/2§Wﬁgzam):l_a

ST P(X §u§X+za/20>:1—a

g
AT Vi

g

_ J— g
ICH_a)x100% (1) = [X — Za/2 NG 3 X+ 2a/2 \/ﬁ]
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Intervalo de Confianca para a média populacional, u

m Ao substituirmos por (valor observado ou estimativa da
média populacional) passamos a ter um intervalo concreto chamado
intervalo de confianca;

m N3o podemos garantir que p pertenca ao intervalo de confianca
com probabilidade 1 — «. Mas podemos dizer que se fizermos um
grande nimero de intervalos nestas condi¢Ges, aproximadamente
100 x (1 — )% desses intervalos contém o verdadeiro valor de p
(que permanece desconhecido).

m A amplitude do intervalo de confianca estd associado a precisao.
Quanto menor for a amplitude, mais precisa deve ser a estimativa
pontual.
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Intervalo de Confianca para a média populacional, u

Exemplo (Ex. 3 - 2° teste de Estatistica - 27/11/2013)

3. Medicbées do comprimento de 25 pecas produzidas por uma maquina
conduziram a uma média T = 140mm. Admita que cada peca tem com-
primento aleatdrio com distribuicdo normal de valor esperado 1. e desvio
padrdo o = 10mm, e que o comprimento de cada peca é independente
das restantes.

(a) Construa um intervalo de confianca a 95% para o valor esperado
da populacio. (ICg59 (1) = [136.08, 143.92] )
popuiag 95%

(b) Qual deverd ser o tamanho da amostra de forma a que a amplitude
do correspondente intervalo de confianca a 95% para a média nio
exceda 2mm? (n > 385)
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Intervalo de Confianca para a média populacional, u

Populagdo N(u,02), o2 desconhecida

Suponha que pretendemos obter um intervalo de confianca para .
Variavel Pivot:

X —p
T=—~- ~t,—1
S/v/n "
Determinacdo das constantes: a; = —lp-1.g € az=1lp 1.9,

Resolucdo das desigualdades:

M < tn—l:a/? =
S/vn

IN

P(a1 <T< CZQ) =l-a& P <_tn—1:a/2

— S — S
... P <X _tn—lza/Q % S S X+tn—1:o¢/2 \/ﬁ> =
a
- S S
IO(I—OL)XIOO%(H) = |:X - tn—l:a/Q % ; X +tn—1:cx/2 \/ﬁ:|
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Intervalo de Confianca para a média populacional, u

Populacio Variancia (02) IC(I,Q)XIOO%(M)
conhecida X — Za/2 < . X + 2a/2 <
X ~ N(p,0?) [ Vvn’ \/ﬁ]
desconhecida [)_( - tn—1;%% s Xty %%}
"Qualquer” pop.* conhecida [)_( — Za/2 ﬁ; X+ Za/2 ﬁ]
e n>30 desconhecida [X = Zaj2 7 X + 249 %]

*Qualquer populacio com valor médio p e varidncia o°.
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Intervalo de confianca para a variancia populacional

Considere a situagdo em que temos uma amostra aleatéria (X1,..., X))
de uma populagdo N(u,o?), com p desconhecido.

Pretendemos obter um intervalo de confianga (1 — ) x 100% para a
variancia populacional, o2

Escolha da varidvel pivot usada para construir o IC para ¢
n—1)5?
X2 = (02) ~ Xi_l (Qui-Quadrado com n—1 graus de liberdade),
2 _ i (Xi—X)?
com S° = &=L

Nota: A distribuicio por amostragem de X? é valida para populacdes
com distribuicao normal.

Frederico Caeiro (¥ £ - Universidade Nova de Lisboa)



Intervalo de confianca para a variancia populacional

Depois, é necessario determinar a1 e as, tais que a1 < as e
Pla1 < X?<ay)=1-o.

Vamos escolher a; e as, tais que
P(X*’<a))=a/2 e P(X* >a)=1-a/2,

. 2 2
ouseja a1 =X, 1.1-q/2 € 927 Xy_1.a/2-

—1)52
P(CLISXQS@Q):I—OZ =4 P<a1§m02)§a2) =1—«
—1)82 —1)82
S... & P(%) <o’ < (g)> —1—a
Xn—1:a/2 Xn—1:1—a/2
_ 2 _ 2
B Assim, 101 _a)x100%(0%) = [SZ DS . _{n1) ]
n—1l:a/2 X'nfl:lfu/Q

- Universidade Nova de Lisboa)
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Intervalo de confianca para o desvio padrao populacional

Do resultado atrds obtido, muito simplesmente se constréi o intervalo
de confianga para o desvio padrao populacional . Como

(n —1)5

P(a1<X2<a2—1—a<:)P<a1< <a2>—1—0é

= n_l n_l =1-a,
nloz/2 7111 /2

temos o Intervalo de Confianga

n—1)52 n—1)5?
ICH_ayx100%(0) = [ ( 3 ) ; (2 )
Xn—l:a/2 Xn—l:l—a/?
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Intervalo de confianca para a proporcao populacional p

m Vamos assumir que os elementos de determinada popula¢do podem
possuir uma dada caracteristica, com uma certa probabilidade p
desconhecida, independentemente uns dos outros.

m Suponha que se selecciona uma amostra aleatdria de n elementos
desta populacao.

m Se X denotar o niimero desses elementos que possuem a referida
caracteristica, sabemos que | X ~ B(n,p)| (amostragem com re-
posicdo) ou ‘X ~ H(N, M, n)‘ (amostragem sem reposicdo -
mas se n < 0.1 N a distribuicdo Hipergeométrica pode ser aproxi-
mada pela distribuicdo Binomial).

m Vamos assim considerar que | X ~ B(n,p) |
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Intervalo de confianca para a proporcao populacional p

Se a tamanho da amostra, n, for suficientemente grande, o Teorema
Limite Central justifica que:
X —
Z7=—2""" 2 N(,1)
np(l —p)

Notamos ainda que o estimador de p é P = % a propor¢cao amostral.

Resulta entdo a seguinte varidvel pivot

~ N(0,1)
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Intervalo de Confianca para proporciao populacional, p

Vamos agora determinar um Intervalo de Confianca para p.
Variavel Pivot:

~

P—p

Z=—— """ Y N(0,1)
p(l=p)/n
Determinagdo das constantes: a1 = —z,/2 € a2 = 242
Resolucdo das desigualdades:
pP—
Plai<Z<a)=1—-a & P|—za < P <za | =1-a

2 p(1—p) 2

n

Sendo p um pardmetro desconhecido, a resolu¢do das desigualdades
€ mais facil se estimarmos o denominador da fracgdo anterior por

N ~

P(1- P)/n.
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Intervalo de Confianca para proporciao populacional, p

Entao,

=l—-a “...&

nR

P(l P)
Pl— R [P(1-P

A Solucdo aproximada:

1 — P 1-—
IC 1 _a)x100%(P) = —Za/z\/ P+Za/2\/
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Teste de Hipdteses

Definicdo (Hipdtese Estatistica)

7

Uma hipdtese estatistica é uma conjetura acerca da distribuicdo de
uma ou mais variaveis aleatérias. Essa conjectura pode incidir sobre
os pardmetros de uma ou mais populagdes (teste paramérico) ou acerca
da distribuicdo da populagdo (testes ndo paramétrico de ajustamento).

m Se a hipdtese estatistica especifica completamente a distribuicdo
é chamada de hipétese simples. Caso contridrio é chamada de
hipétese composta.

m Para cada hipétese que se faca, designada por hipotese nula e de-
notada por Hy, ha sempre outra hipétese, designada por hipétese
alternativa e denotada por H;.
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Teste de Hipdteses

Exemplo

Seja (X1, Xo,...,X,,) uma amostra aleatdria de uma populacdo com
X ~ N(u,22%). A hipdtese estatistica de que o valor médio desta po-
pulacdo toma o valor 8 denota-se por:

Hy:p=8 wersus Hy:p#8 (Hipétese simples)
A hipdtese estatistica de que o valor médio desta populacdo é menor ou
igual a 8 denota-se por:

Hy:p<8 vS. Hy:p>8 (Hipétese composta)
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Teste de Hipdteses

Definicdo (Teste de uma hipdtese estatistica)

Um teste de uma hipdtese estatistica Hy é uma regra (ou critério) para
decidirmos se rejeitamos ou nao rejeitamos Hj.

A decisdo é tomada com base no valor duma estatistica I’ e de um
subconjunto R € R. Rejeitamos Hy set =T (x1,...,z,) € R.

Exemplo: Seja (Xi,...,X,) uma amostra aleatéria da popula¢do dos
pesos de formigas Solenopsis com distribuicdo N(u,22). Um teste
possivel para testar:

Hy:p<8 wvs. Hy:u>8,

é rejeitar Hy se

X-38

1.64 R =|1.64 .
N ]1.64, 400
~——

regido critica
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Teste de Hipoteses
Erros de decisdo e sua probabilidade

Defini¢do (Erros do tipo | e do tipo II)

Situacao real:

Decisao: H € verdadeira ‘ Hy é€ falsa

Nao rejeitar Hy || Decisdo acertada | erro do tipo Il

Rejeitar H erro do tipo | | Decisdo acertada

Definimos ainda as probabilidades:

a = P(erro do tipo ) = P(rejeitar Hy | Hy é verdadeira),
B = P(erro do tipo IlI) = P(n3o rejeitar Hy | Hy é falsa).

‘oz: nivel de significéncia‘ ’1 — [3: poténcia do teste‘
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Teste de Hipoteses
Erros de decisdo e sua probabilidade

Algumas observacoes:

m O ideal é conseguirmos que ambas as probabilidades a e S tomem
o seu valor minimo (zero).

m Contudo, é impossivel minimizar o e (8 simultaneamente pois,
quando « diminui, S aumenta e vice-versa.

m E mais facil controlar o do que controlar 3 (que depende do valor
do pardmetro dado pela hipdtese H;). Entdo:

— rejeitar Hy é uma conclusdo “forte”;

— nao rejeitar Hy é uma conclusdo “fraca”.
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Exemplo de um teste de hipdteses

Suponha que temos uma amostra aleatéria de dimens3o duma
populagdo com distribuigdo | N (u, 1) | e que pretendemos testar

Hy:p=5 vs. Hi:p#5

Regra de decisdo: rejeitar Hy se X estiver “longe” de 5, isto &, se
X <4.50use X >5.5.

m Qual o nivel de significancia?

P(X<450u X >55|u=5)=

P(X <45|pu=5)+P(X >55|u=5) =
®(v/9(4.5 - 5)) +1— d(VI(5.5 —5)) =

2 % 0.0668 = 0.1336

o
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Exemplo de um teste de hipdteses

m Qual a poténcia do teste se u = 5.67
1-B=P(X <45 ou X >55|u=>56)=
=P(X <45|p=56)+P(X >55|p=>5.6)=
= ®(V9(4.5 —5.6)) + 1 — ®(V/9(5.5 — 5.6)) = 0.6184

=0.0005 =0.6179

m Qual a poténcia do teste se 1 = p1?

1.0 +

0.8
0.6 /
0.4

02

1-p

0.0 H

T T T T T
4.0 4.5 5.0 5.5 6.0

m
Figura: Funcdo poténcia do teste de hipdteses.
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Teste de Hipdteses

Procedimento genérico de um teste de hipéteses:
Especificar a hipétese nula (Hp) e a hipétese alternativa (H1);
Escolher uma estatistica de teste adequada;
Escolher o nivel de significancia, «;
A Determinar a regiao critica do teste de hipdteses;

H Calcular o valor observado da estatistica de teste com base na
amostra recolhida.

[@ Decidir sobre a rejeicdo ou n3o da hipdtese nula, Hy.
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Teste de hipdteses para o valor médio populacional,

Hy:p=po wvs. Hy:p# pg (teste bilateral)

Populacao

Variancia (02)

Estat. de Teste

Rejeitar Hy se

conhecida Z ~ N(0,1) |Zobs| > Za /2
X ~ N(p,0?) Sob o
d hecid T ~ t,_ tobs th—1.a
esconhecida s 1 [tobs| > Lia/2
conhecida Z & N(0,1) |Zobs| > Za /2
Qualquer populacio Sob Ho
> 30 d hecida | Z ~ N(0,1 obs| > 2a
e n> esconhecida o (0,1) |Zobs| > Za /2
. _ X—wo 7 _ X—po _ X—mw
Nota: Z_a/ﬁ Z_S/\/ﬁ T_S/ﬁ
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Teste de hipdteses para o valor médio populacional,

Ho:p<po wvs.

Hy:p> pg (teste unilateral direito)
Populacao Variancia Estat. de Teste | Rejeitar Hy se
o2, conhecida Z ~ N(0,1) Zobs > Za
X NN(‘U/,O—z) SOb HO
o2, desconhecida TSotf)vHotn_l tobs > th_1:a
o2, conhecida RS N(0,1) Zobs > Za
Qualquer populacio Sob Hy
en>30 02, desconhecida | Z ~ N(0,1) Zobs > Za
Sob H(]
. _ X—po _ X—po _ X—po
Nota: Z_G/ﬁ Z_S/\/ﬁ T_S/\/E
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Teste de hipdteses para o valor médio populacional,

Hy:p>po wvs. Hy:p<po (teste unilateral esquerdo)
Populacdo Variancia Estat. de Teste | Rejeitar Hy se
2 hecida Z ~ N(0,1 < —
X~ N, 0?) o?, conheci o (0,1) Zobs Za
02, desconhecida T ~ tn_q tobs < —tn_1:a
Sob H()
B o2, conhecida Z & N(0,1) Zobs < —Za
Qualquer populacdo Sob Ho
en>30 02, desconhecida | 7 ~ N(0,1) Zobs < —Za
Sob H(]
. _ Y—M 7 o__ Y—y‘ _ Y—,U,
Nota: ng/\/ﬁ" Z*S/\/F? Tfs/\/ﬁU
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Teste de hipdteses: p-value

Em vez de decidirmos em funcdo da regido critica conter, ou n3o, o
valor observado da estatistica de teste, podemos determinar, com base
no valor observado da estatistica de teste, para que nivel de significancia
a decisdo muda.

Definicdo (Valor-p ou “p-value")

De um modo informal, podemos definir o valor-p ou “p-value” como

0 mais pequeno nivel de significancia que leva a rejeicao de Hy. Assim,
m um valor-p pequeno é desfavordvel a Hy.

m um valor-p elevado indica que as observacbes sdo consistentes
com Hy.
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Teste de hipdteses: p-value

Regra de calculo do valor-p:
Seja (x1,x9,...,2y) a concretizacdo da amostra aleatdria e

Wobs = W(x17w27 oo 7:1:71)7

o valor observado da estatistica de teste W. Vamos assumir que W tem
distribuicdo continua.

’ Regido de rejeicao ‘ valor-p ‘
] — 00, —c[ U Je, +00[
ou 2 x min (P(W < weps | Ho), P(W > weps | Ho))
10,b[ U Je, +00[
] - 0076[
ou P(W < weps | Ho)
10, c[
Je, +o0] P(W > weps | Ho)
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Teste de hipdteses: p-value

m Para os testes cuja estatistica de teste tem distribuicio normal,
conseguimos calcular facilmente o valor-p.

m Para os testes cuja estatistica de teste tem outra distribuicdo (t de
Student ou qui-quadrado), o valor-p sé pode ser obtido com pre-
cisdo usando um software adequado. Recorrendo as tabelas, usadas
nas aulas, o melhor que conseguimos é obter um valor aproximado
ou um intervalo que contém o valor-p.
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Testes de hipdteses para a variancia o> populacional

Considere a situagdo em que temos uma amostra aleatéria (X1, Xo, ..., X},)
de uma populagdo N(u,c?), com p desconhecido.

Hipdteses:
Hy:0=0¢ ws. Hi:o# oy (teste bilateral);
ou
Hy:0<o0y9 vs. Hy:0>o0p (teste unilateral direito);
ou
Hy:0>09 vs. Hi:0<og (teste unilateral esquerdo);
Estatistica de teste:
9 sob Hp, 0 =o0og
5 (n—-1)8 2
X* = 2 ~ Xn—1
90
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0 p N . 9 .
Teste de hipdteses para a variancia o“ populacional

Regido de rejeicdo do teste, para um nivel de significancia a:

Ry =10; X%_l.l_g[ U ]Xi_l.g;—i-oo[ (teste bilateral);
) 2 2

Reo =]x2 1.+ (teste unilateral direito);

Ro =]0;%2_1.4 41 (teste unilateral esquerdo);
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. Ve O/ . 9 .
Teste de hipdteses para a variancia o“ populacional

Exemplo (Ex. 4 - 2° teste de Estatistica - 27/11/2013)

4. Foram efectuados estudos numa cidade com o objectivo de determinar a
concentracdo de mondxido de carbono (CO) perto das vias rdpidas. Para o
efeito recolheram-se amostras de ar para as quais se determinou a respectiva
concentracdo de CO. Os resultados (em ppm) foram os seguintes:

101.1; 98.2; 100.4; 96.8; 88.2

Para estes dados Z?:1(xi — )2 = 107.272. Assuma que tais concentragées
se distribuem normalmente.

(a) Teste, sem utilizar o valor-p, para um nivel de significincia o = 0.05, as
hipdteses
Hy:0%>2853 wvs. Hp:o0% < 28.53.

(b) Determine o valor-p e indique a decisdo a tomar no teste Hy : 0% < 28.53
vs. Hy : 02 > 28.53, para o = 0.01, sabendo que, com base numa outra
amostra de igual dimensdo (n = 5), se obteve um valor observado da
estatistica de teste igual a 9.49.
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Teste de hipdteses para a proporcao populacional, p

Suponha que observamos uma amostra aleatéria de dimens3o n de uma po-
pulagdo, em que determinada proporcao desconhecida p dos seus elementos
possui certa caracteristica.

Hipdteses:

Hy:p=po ws. Hi:p+#po (teste bilateral);

Hy:p<py wvs. Hi:p>pg (teste unilateral direito);

Hy:p>py ws. Hi:p<pg (teste unilateral esquerdo);
Estatistica de teste:

P _ a
g__ L ~P ~ N(0,1)
pO(l —po)/n sob Hg, com p = pg

Regido de rejeicdo do teste, para um nivel de significincia « pré-especificado:
Ry =] —00;—za[ U Jza;+oo| (teste bilateral);
R, =]zq;+0] (teste unilateral direito);

R, =]—00;—za] (teste unilateral esquerdo);
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